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ABSTRACT 

Pour une fonction continue f, d6finie sur un compact de la droite r6elle o/~ du 
cercle, l 'on note par C(f) la sous-alg~bre auto-adjointe uniformement ferm6e 
engendr6e par f. L'on construit des fonctions f telles que les seules fonction 
darts C(f) qui admettent localement une repr6sentation comme somme d'une 
s6rie de Fourier absolument convergente sont les constantes. Sur un inter- 
valle une telle f peut etre construite monotone ou bien Lipschitzienne 1/2. 

On d6signe par A la classe des fonctions continues 21r-p6riodiques sur la droite, 
dont la s6rie de Fourier converge absolument; par A* la classe des fonctions 
d6finies sur la droite, et qui coincident localement avec une fonction de la classe A; 
par A(E) la classe des fonctions d6finies sur un ensemble compact E de la droite, 
et prolongeables en fonctions de la classe A*. 

Si f est une fonction continue r6elle sur une partie E de la droite ou du cercle, 
la notation F o f signifie que la fonction r6elle F est d6finie sur f ( E )  te que 
(F o f ) ( t ) =  F(f(t)). L'ensemble des fonctions F o f est la sous-alg~bre ferm6e 
engendr6e par f dans l'alg~bre r~elle des fonctions continues r6elles sur E; 
nous la noterons C(f). 

Notre objet est de construire des fonctions f pour lesquelles C(f)c3A* 
(resp. C ( f ) n  A, resp. C ( f ) n  A(E)) ne contient que les constantes. On d6- 
montrera trois th6or~mes. 

THt~ORi~ME 1. I1 existe qne fonction f continue et croissante (au sens large) 
sur la droite, non constante, et telle que C(f)  N A* ne contienne que les con- 
stantes. 

TH~OR~ME 2. Etant donn~ une fonction croissante et sous-additive dp(h) 
(h > 0), tetle que limsuph_.o(h -1/2 t~(h)) > 0, il existe une fonction fo 2zc-p~rio- 
dique, dont le module de continuitd est majord par ~(h), non constante, et telle 
que C(fo) ~ A ne contienne que les constantes. 
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TH~ORI~ME 3. Soit  E un ensemble f e r m d  partout  non-helsonien (c'est-gt-dire 

que toute portion de E, F, porte une fonct ion continue qui n'est pas dans 

A(F)).  II existe une fonct ion f continue sur E, non constante, et telle que 

C ( f )  n A(E) ne contienne que les constantes. 

D6monstration du th6or6me 1. Soit r. et b. deux suites positives telles que 

1 
-~r, > b, = rn+ 1 -Jr rn+ 2 q- "" 

liminf,_.~o ( 2-~l°g rr-~+~) >0"  

Soit E l'ensemble des points ~ , ~  a e,r, (e, = 0 ou 1), et f une fonction continue 
et croissante, constante sur les intervalles contigus ~t E. Supposons g e C( f ) .  

En posant h = [ g ( b o ) -  g(0)1, il existe pour chaque n une portion E, de E, 
de diam~tre b,, telle que ]g(supE.)-g(infE.)l > 2 - " h .  En l'un des points 
t = sup E, o u t  = infE,,  on a 

ffrn-b, ds I r n - b,  ! _  
Idbl/ (g(t + s ) -  g ( t -  s)) sl-71 ~ 2-"hlog b, 

Si g e A*, le premier membre tend vers z6ro avec I/n, donc h = 0. De m~me g 
prend m~mes valeurs aux extr6mit6s d'une portion quelconque de E, donc g 
est constante. 

D6monstration flu th6or6me 2. L'hypoth~se lim sup (h-1/2 q~(h)) > 0 entraine 
l'existence d'un fl > 0 et d'une suite croissante d'entiers positifs nj tels que 

¢(2-2~(nln2 ... n y  2) > fl2-J(nln2 ... n j) -1. 

Quitte ~ imposer la condition ]~n~ x < 0% on a aussi 

(*) ¢ (2 -1 (n ,n2  ... ni(2n, - 1)(2n2 - 1).. .(2n s - 1)) -1)  > ?2-J(n~n2 ... n~) -1 

pour un certain ? > 0. Posons a o = bo = 1, 

a j_  1 aj  = cj bl = b j_  1 
cl - nj  ' 2(2ni 1) '  2n i 

(j -- 1, 2, ...); alors (*) s'6crit ¢(aj) > yby. 
D6signons par A~, B j, Cj respectiverent I'ensembIe des multiples de a j, b j, cj 

contenus dans le segment I = [0,1], et par aJ,k l 'une quelconque des portions 
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Aj limitdes par deux points cons6cutifs de Cj (k-- 1,2,... c71). On va construire 
une fonction continue f ,  appliquant I sur I, et, pour chaque j ,  appliquant Aj 
sur B j; on vdrifiera que son module de continuitd o~/(h) est majord, h une constane 
multiplicative pros, par ~b(h); on montrera ensuite que C ( f ) n  A(I) ne contient 
que les constantes. 

Posons f (0 )=  0, f(1) = 1, et ddfinissons f sur C1 par lindaritd. Ainsi, en deux 
multiples cons6cutifs de cl, f prend pour valeurs des multiples cons6cutifs de 2b 1. 
Soit f~,k et fl~k les valeurs de f aux extr6mitds de Cq,k; elles different de 2bl; 
et soit f~,k = (f;,k +f~'k)/2; c'est un multiple impair de bt. Les extrdmitds de 
a~,k sont des multiples pairs de al.  Posons f ( x ) = f t , ,  quand x est un multiple 
impair de al  dans al,k, et f ( x ) = f l , k  + -- bl quand x est un multiple pair de al  
dans ~l,k. Le choix des signes + et - sera pr6cisd plus tard; nous imposons 
seulement pour le moment que 1 °) ce choix respecte les valeurs prises par f s u r  C~, 
c'est-~t-dire aux extrdmitds des al,k 2°) pour chaque cq, k, le signe + et le signe - se 
pr6sentent le m~me nombre de fois, c'est h dire nl fois. Ainsi construite sur A~, 

f applique A 1 sur B1, et de plus 
a) chaque al,k est appliqud dans un intervalle de longeur 2b 1 
b) deux multiples consdcutifs de at  sont appliquds sur deux multiples con- 

sdcutifs de bx 
c) h chaque couple de multiples consdcutifs de bl correspondent exactement 

bl/al couples de multiples cons6cutifs de al.  (Voir figure). 

v 

( 0 , 0 )  

~(1,t) 

Figure dams le cas nl == 2. 
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On d6finit aloes f sur C2 par lin6arit6 entre deux points cons6cutifs de A1, puis 
f sur A 2 par le mSme proc6d6 que ci-dessus (en remplacant bl par b2, ~l.k par 
~2.k, etc-..) et ainsi de suite. A chaque stade, f applique Aj sur B t, avec les prop- 
pri6t6s a), b), c) (l'indice j remplacant l'indice 1). 

Par continuit6, f est d6fini sur I, et son module de continuit6 satisfait 6videm- 
merit ~t ¢o/(ct) =< 4b; pour chaque j. Si a t _-< h =< c t, on a done 

4 4 
c°s(h) =< 4bt < 7 q (at) -<- 

Si ej =< h __< a~_ 1, posons pc t <= h <= (p + 1)cj (p entier); on a 

cos(h ) < (p + 1)cos(ct) < 8 h b. = 4h b j_ 1 =< 4 h ~(aj_ 1) 
= = C t J a j _  1 ~ a j _  1 

donc, compte tenu de la sous-additivit6 de ~b, 

8 
cof(h ) =~ -~-~(h). 

Reste ~ achever la construction en pr6cisant le choix des signes + et - ,  et/L 
montrer alors que les seules fonctions F, d6finies sur I, pour lesquelles F o f ~  A(I), 
sont les constantes. 

Rappelons que la "norme-pseudomesure" d'une measure # ~t support compact 
sur la droite est 

I' lieu = sup [/~(u) ] = sup [ f e"~d/~(x) I . IL 
u u d 

Si p e s t  port6e par un compact E, c'est la norme de # comme forme lin6aire sur 
l'espace de Banach A(E). On sait, par une construction de Rudin et Shapiro, 
que toute progression arithm&ique de 2n termes porte une mesure/~, somme de n 
masses _+ 1 dispos~es sur les n points de la progression, telle que /~(0) = 0 et 
II/* lieu < C x/~ (ici comme dans la suite, C est une constante absolue, mais pas 
n6cessairement la mSme d'une formule ~t l 'autre), de plus, pour toute restriction 
v de # ~un  intervalle, on a aussi II v lieu < c ~/n ([1], p. 134). 

Soit #~. une telle measure port6e par les 2n t - 2 points 

O, 2a j, 4a~,.. . ,  (4n t - 6 ) a  i 

et #)'une telle mesure port6e par les 1/cj points 

O, Cj, 2Cj , ' . "  , 1 - -  Ci.  

Posons 

= * (,ho  - , L )  

oi~ ~, d~signe la masse unit6 au point x. 
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Sur chaque ~j, k, la restriction de/ , j  est une somme de 4(n j -  1) masses ponctuelles 
+ 1; elle charge tousles  multiples impairs de aj ~t l 'exception du dernier, nj - 1 
de ces multiples 6tant charg6s de la masse + 1 et nj - 1 de la masse - 1, et elle 
charge de m~me tous les  multiples pairs, h l 'exception des extr6mit6s. En tout 
point x multiple pair de aj  dans %k, on a done # ( x ) =  + 1, et less valeurs + 1 

et - 1 sont prises le m~me hombre de fois. Pour d6finir f sur A~, convenons de 
poser 

f (x )  =fl,k + g,(x)bj, 

s i x  est un multiple pair de a j, ce qui est bien compatible ave¢ les conditions 

impos6es. Alors, en posant fZk = (2l + 1)b j, l 'image par f de la restriction de 
#j ~t ~j,k est 

(n~  - 1)  (52  (~ + ~)~, - 52~b~). 

Comme chaque valeur de I correspond au m~me nombre de valeurs de k (d'apr~s la 

propri6t~ c)), ~t savoir 2bi/c j, l 'image de & par f est la mesure 

(nj 1) 2bj ~ 50). 
- 7 7 ( < -  

I1 suit de 1/t que, si F o f e A ,  on a 

(**) 

Or on a 

f F(f(x))@Ax) = (n~ - 1) ~ @(1) - F(0)). 

et, pour chaque entier 2, on a 

e ̀ '~" dl~j(x) la,= c, 

D'autre part, l'hypoth~se ~ n 7  t < oo entraine que a ib~ 2 tend vers une limite 

finie non nulle quand j --  o% done le rapport 

cy / cj 

est toujours compris entre deux nombres positifs. I1 s'ensuit que les pseudomesures 

cj 
2(nj - 1)bj #~ sont born~es en normes, et qu'elles transforment chaque exponen- 

tielle e ~x en une suite tendant vers z6ro; elles tendent done faiblement vers 0 sur A. 
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Revenant/l (**) on voit que F o f e  A entraine F(1) = F(0). 
Quitte/~ remplacer les/Ji par leurs restrictions gt un intervalle donn6 de la forme 

[kci, kc~ + 2a~[, aux extr6mit6s duquel f prend les valeurs 2lbi et 2 ( /+  1)bi, 
on obtient de m~me F(2( /+  1)b~) = F(21b~). La fonction F 6tant n6cessairement 
continue, l e t  i 6tant arbitraires, F est constante. 

On a ainsi construit une fonction f continue et non constante sur I, telle que 
ms(h)<=(8/?)q~(h), et telle que C(f )nA(I )  ne contienne que des constantes. 
On obtient la fonction d6sir6e fo en multipliant f par ?/8 et en en faisant un 
prolongement p&iodique convenable. 

D6monstration du th6or6me 3. On utilisera le fait suivant: si F est un ferm6 
non helsonien totalement discontinu, F porte des fonctions continues, ~t valeurs 
0 ou 1, dont les normes dans A(F) sont arbitrairement grandes. 

Etant donn6 l'ensemble parfait E partout non helsonien, on peut d'abord, 
quitte/t remplacer les composantes connexes de E non r6duites ~t des points par 
des ensembles de Cantor, remplacer E par un ensemble plus petit, partout non 
helsonien, et totalement discontinu: d6signons d6sormais par E ce nouvel en- 
semble. On appellera "portion centrale" de E une portion de E qui ne contient 
aucune des extr6mit6s de E. Soit F j ,  k ( j  = 0, 1,-.- ; k = 0,.-. 2 J - 1) une suite de 
portions de E ainsi definies: Fo,o est une portion centrale de E; alors E \ Fo,o 
est form6 de deux portions; F1, o e t  F1,1 sont respectivement portions centrales 
de celle de gauche et de celle de droite; de mani~re g6n6rale, le compl6mentaire de 

U Fi,k dans E est form6 de 2 i portions, au centre desquelles on d6finit, de 
i< j  

O~k<2 i 

gauche ~t droite dans l'ordre des k croissants, les portions F~,k (0 < k < 2J). 
Les F j, k son t  non helsoniens. On peut done d6finir f sur  F j ,  k de fagon que 

1 °) f soit continue, ~ valeurs k2 - j e t  (k + 1)2 - j  2 °) I I f -  k2-J Ilacvj,k)->- 2j" 
Grace ~t la condition 1°), on peut prolonger f,  ainsi d6finie sur UFj,k,  en une 
fonction continue sur E, ~t va[eurs dans I = [0,1]. 

Supposons maintenant F o f sA(E). Les aortaes l iFo f[la(Fj,k) sont uni- 
form6ment born6es. Mais, sur chaque Fj,,R, 

F o  f = F(k2 - i )  + 2J(f - k2-J)(F(k + 1 ) 2 - J ) -  F(k2-J)). 

Compte tenu de la condition 2 o), on a 

sup 22J[ F(k + 1)2 -J) - F(k2-J) [ < o% 
],k 

ce qui, joint h la continuit6 de F, entraine que F est constante. Le tMor~me 3 est 
d6montr6. 

Remarques sur le th~or~me 1. Si f est une fonction continue et croissante 
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(au sens large) sur la droite, les lignes de niveau de f sont des points isol6s et des 
intervalles ferm6s. Si la r6union de ces intervalles ferm6s n'est pas dense sur la 
droite, C(f) r3 A* contient des fonctions non constantstes. Si elle est dense sur la 
droite, la fermeture de son compl6mentaire est un ensemble parfait totalement 
discontinu E. Si E est assez "gross",  par exemple si la dimension de Hausdorff 
de E est > 0, C(f)  contient des fonctions g croissantes non constantes dont le 
module de continuit6 satisfait ~ la condition 

fo~) dh 

et il r6sulte d 'un th6or6me de Zygmund qu'une telle fonction g appartient ~ A*. 
On a construit un ensemble E assez "mince"  pour qu'il n'en soit pas ainsi. 

En construisant E comme un ensemble "de translation", non n6cessairemeut 
sym6trique ([1], p. 18), on peut v6rifier la proposition swivente: 6rant donn6 une 
fonction croissante et sous-additive ~(h) (h > 0), telle que lira suph-.o (~(h)log(1/h)) 
= oo, il existe une fonction f croissante, non constante, dont le module de con- 
tinuit6 est major6 par ~b(h), et telle que C ( f ) n A *  ne contienne que les con- 
stantes. D'apr6s le th6or~me de Zygmund rappel6 ci-dessus, on ne peut pas rempla- 
cer logl/h par (logl/h) ~ avec g > 2. 

Remarques sur le th6or6me 2. Ici les lignes de niveau de f ne sont plus des 
intervalles, mais des ensembles assez enchevetr6s. La fonction f construite est 
uaiform6ment distribu6e sur [0, 1], lipschitzienne d'ordre 1/2, et les lignes de 
niveau ont toutes une mesure de Hausdorff finie et non nulle en dimension 1/2. 

On sait, par un th6or6me de S. Bernstein, que f e A d~s que 

f f  to1(h)h - alZdh < oo. 

La condition lim suph-,o (h -1/~r~(h)) > 0 est done la meilleure possible de ce type: 
on ne peut pas remplacer h -1/2 par A(h)h -1/2avec limh..,oA(h ) = oo. 

La d6monstration peut 8tre simplifi~e, en 6vitant le recours ~t une suite de 
pseudomesures tendant faiblement vers z&o, si l 'on impose ~t ~b la condition plus 
forte lira suph-.o (h-  l/Z~(h)) = oo. 

Remarques sur le th6or~me 3. La d6monstration donne la proposition 
g6n6rale que voici. Soit E un compact parfait totalement discontinu, C(E) 
l'espao~ de Banach r&l des fonetions continues r6elles sur E, et B(E) un :espaec 
de Banach r6el form6 de fonctions continues r6elles sur E, partout distinct de C(E) 
(c'est ~ dire qu¢, pour tout ouvert non vide de E, fl, il existe une f de C(E)] qui 
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ne coincide sur f~ avec aucune fonction de B(E)). Alors il existe une sous-al#bre 

ferm6e de C(E) contenant une fonction f non constante, et dont l'intersection avec 

B(E) ne contient que les constantes. Notant par U l'espace de Banach des fonctions 

continues sur T, dont les series de Fourier convergent uniformement, l 'on peut 

d6montrer ainsi que si tout ouvert non vide de E est de mesure positive, il 

existe une fonction non constante f e  C(E) telle que C(f) n U(E) ne contient que 

les constantes. 
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